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Abstract. This work addresses the application of the GFEM to laminated plates under mo-
derately large transverse displacements by the von Ka´rma´n’s hypothesis, in the frame of the
Kirchhoff-Love and Reissner-Mindlin kinematical plate models. The formulation admits the
general case of laminated plates composed of anisotropic layers in the elastic range. The beha-
viors of two types of GFEM formulations are compared, one based on C0 continuous Partition
of Unity (PoU), and the other is based on continuous PoU. The adequate number of integration
points in the element is investigated for each degree of enrichment polynomial. For the trans-
verse shear stresses obtained from integration of the local equilibrium equations, a theorem is
presented to explain the reason why, in some cases, the null value is not reached at the end of
the integration across the laminate thickness. Numerical results are compared with literature.
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1 INTRODUC¸A˜O
As placas e cascas sa˜o elementos estruturais utilizados extensivamente em muitos setores
da indu´stria, como em equipamentos, em dutos ou vasos de pressa˜o, na indu´stria aeroespacial
muitas vezes sob forma de compostos laminados, em navios, pontes e muitos outros. Do ponto
de vista fı´sico, o processo consiste em aproximar campos de deslocamentos tridimensionais
a partir da combinac¸a˜o de campos inco´gnitos de duas dimenso˜es com hipo´teses cinema´ticas.
Enta˜o, reduz-se a complexidade e o nu´mero de varia´veis do problema a ser resolvido. Sob a
o´tica matema´tica, os modelos de placas e cascas apresentam um desafio interessante por di-
versos fatores, por exemplo: (1) seja pelo acoplamento das equac¸o˜es diferenciais que surgem
com na˜o linearidades geome´tricas, como quando se assume as hipo´teses de von Ka´rma´n; (2)
pelo surgimento de problemas nume´ricos, a notar o travamento por cisalhamento (Garcia et
al., 2000); (3) pela exigeˆncia de alta regularidade das func¸o˜es de aproximac¸a˜o (Barcellos et
al., 2009) que na˜o sa˜o providas naturalmente pelo Me´todo de Elementos Finitos (MEF). Ao
longo dos anos, diversos modelos foram propostos tentando superar deficieˆncias dos resultados
de desclocamento ou de tensa˜o (Lee & Plan, 1978; Hughes et al., 1977; Reddy, 1984, 1989)
conforme o interesse de cada a´rea.
Nos diversos modelos de placa existem hipo´teses referentes a`s relac¸o˜es cinema´ticas do mo-
vimento que levam a importantes consequeˆncias matema´ticas. Uma destas consequeˆncias, co-
mum a va´rios modelos, e´ o requisito da existeˆncia e continuidade das derivadas de ordem supe-
rior, como o modelo de Kirchhoff-Love ou Teoria Cla´ssica de Placas (Ventsel & Krauthammer,
2001; Reddy, 2006), em que, entre outras caracterı´sticas, as func¸o˜es de aproximac¸a˜o preci-
sam ser de classe C1. Neste contexto, o Me´todo de Elementos Finitos Generalizados (MEFG)
(Duarte et al., 2000) se aplica muito bem, pois e´ possı´vel utilizar func¸o˜es de aproximac¸a˜o de
regularidade arbitra´ria (Duarte et al., 2006). Com isso, esta formulac¸a˜o apresenta grande vanta-
gem em relac¸a˜o ao uso de elementos hı´bridos como realizado por Veiga et al. (2007). Ela na˜o
requer a aproximac¸a˜o dos campos derivados usando func¸o˜es de forma como em Reddy (2006),
pois o pro´prio campo tem diferenciabilidade suficiente, o que ira´ produzir campos de tensa˜o
contı´nuos nas interfaces entre elementos. E´ uma caracterı´stica natural do me´todo proporcionar
refino adaptativo p, evitando a necessidade de remalhamento. De fato, alguns trabalhos ja´ exis-
tem neste sentido (Garcia et al., 2000; Barcellos et al., 2009; Mendonc¸a et al., 2011), usando a
metodologia de MEFG na implementac¸a˜o de modelos de placa.
O objetivo deste trabalho e´ implementar os modelos de placa de Kirchhoff-Love e Reissner-
Mindlin em laminados, usando o MEFG com func¸o˜es de aproximac¸a˜o de classes C0 e Ck,
incluindo as hipo´teses de na˜o-linearidade de deformac¸a˜o de von Ka´rma´n, de modo a capturar
com maior precisa˜o grantes rotac¸o˜es e deslocamentos transversais, mas ainda com pequenas
deformac¸o˜es.
2 PARTIC¸A˜O DA UNIDADE E FUNC¸O˜ES DE APROXIMAC¸A˜O
A Partic¸a˜o da Unidade (PU) se caracteriza por ser um conjunto de func¸o˜es cuja soma dos
valores e´ igual a` unidade em qualquer ponto de seu suporte. As func¸o˜es de aproximac¸a˜o ϕα(x)
associadas aos no´s α = 1, 2, ..., Nnos, se caracterizam por serem na˜o nulas apenas dentro de
uma regia˜o de suporte compacta. Neste caso, a PU com func¸o˜es polinomiais de enriquecimento
formam o subespac¸o de aproximac¸a˜o.
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Para construir as func¸o˜es de aproximac¸a˜o de MEFG, pode-se considerar a superfı´cie me´dia
de uma placa como um domı´nio aberto, Ω ⊂ <2, a qual possui uma malha de elementos trian-
gulares de arestas retas com Nel elementos Ke , {Ke}Nelj=1, N no´s com coordenadas {xα}Nα=1.
Cada um destes no´s e´ associado a uma nuvem, ωα, para α = 1, ..., N , a qual e´ formada pela
unia˜o dos elementos triangulares adjacentes a este no´ α (Barcellos et al., 2009).
Considerando o conjunto de func¸o˜es {ϕα(x)}Nα=1 tendo como suporte compacto a corres-
pondente nuvem ωα, Babusˇka et al. (2004) definem PU como um conjunto de func¸o˜es formadas
de tal forma que: 1) A soma de seus valores e´ igual a` unidade em qualquer ponto de suporte.∑N
α=1 ϕα(x) = 1, ∀ x ∈ Ω; 2) Todo subconjunto compacto de Ω intersecciona apenas um
nu´mero finito de suportes; 3) A func¸a˜o ϕα e´ diferente de zero apenas sobre sua respectiva nu-
vem, ωα, e possui diferenciabilidade requerida dentro da nuvem de pelo menos k derivadas
contı´nuas. ϕα(x) ∈ Ck0 (ωα), k ≥ 0. Assim, o conjunto de func¸o˜es {ϕα(x)}Nα=1 pode ser
considerado como uma PU subordinada a` cobertura =N .
O Me´todo de Elementos Finitos Generalizados com func¸o˜es suaves (MEFG-Ck) baseia-se
no emprego de PU suaves que fornec¸am k derivadas contı´nuas sobre Ω. As func¸o˜es de forma sa˜o
construı´das pelo produto da partic¸a˜o da unidade de Shepard com func¸o˜es de enriquecimento. Ja´
o MEFG-C0 baseia-se no emprego de func¸o˜es PU que sa˜o as pro´prias func¸o˜es de forma C0 do
MEF tradicional.
Partic¸a˜o da Unidade com Elementos Finitos Padra˜o
Como as func¸o˜es de forma do MEF tradicional sa˜o consideradas uma PU, pode-se adotar
o caso em que a nuvem ωα e´ a unia˜o dos elementos que compartilham o mesmo no´ xα como
ve´rtice de elementos de uma malha triangular linear, onde a func¸a˜o ϕα e´ a pro´pria func¸a˜o
de forma global do MEF. Estas func¸o˜es tem um custo computacional baixo e sa˜o facilmente
integra´veis por quadratura nume´rica, pore´m sua continuidade e´ limitada a C0 (Mendonc¸a et al.,
2011).
Partic¸a˜o da Unidade de Shepard
Para problemas que exigem derivadas contı´nuas dos deslocamentos, como o caso da Te-
oria Cla´ssica de Placas (TCP), a PU utilizando as func¸o˜es de forma do MEF e´ inadequada,
sendo difı´cil atingir a continuidade desejada. Desta forma, parte-se para a soluc¸a˜o proposta por
Shepard (1968) e empregada por Barcellos et al. (2009) e Mendonc¸a et al. (2011).
Seja uma func¸a˜o Wα : <2 → < com um suporte compacto, ωα, pertencente ao espac¸o
Ck0 (ωα), a func¸a˜o peso em cada nuvem, ωα, da cobertura aberta =N do domı´nio Ω. Enta˜o, a PU




β (x) ∈ {γ | Wγ (x) 6= 0} , (1)
onde a regularidade ϕα(x) depende apenas da regularidade das func¸o˜es peso. Logo, resta definir
as func¸o˜es peso (ou ponderac¸a˜o) com a regularidade necessa´ria.
Algumas considerac¸o˜es devem ser levadas em conta na escolha das func¸o˜es peso. Elas
precisam ter, no mı´nimo, a continuidade desejada e serem, juntamente com suas derivadas,
razoavelmente integra´veis (Barcellos et al., 2009). Neste me´todo, define-se uma coordenada
normal a` aresta do contorno da nuvem ξj(x) = nα,j · (x− bα,j) , onde bα,j e´ um ponto na
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fronteira que e´ selecionado para ser o ponto central da aresta j, e nα,j e´ o vetor normal a`
aresta apontando para o interior da nuvem. A func¸a˜o de aresta da nuvem e´ escolhida como uma
func¸a˜o que possui valor positivo dentro da nuvem e valor zero fora do suporte da nuvem. Foram
escolhidas as func¸o˜es com continuidade C∞ seguindo Barcellos et al. (2009).
A func¸a˜o de aresta, que e´ enta˜o redefinida como





, se 0 < ξj
0 , caso contra´rio
(2)
em que os valores dos paraˆmetros sa˜o escolhidos como γ = 0.6 e β = 0.3 conforme Barcellos
et al. (2009). As func¸o˜es peso ira˜o determinar qual a influeˆncia de cada no´ dentro de um mesmo




εα,j (ξj) , (3)
sendo cα um paraˆmetro de escala que garantaWα = 1 no no´ xα.
As func¸o˜es PU de Shepard, Eq. (1), como observado por Duarte et al. (2006), tem dife-
renciabilidade C∞ para nuvens convexas. Como a regularidade das func¸o˜es de aproximac¸a˜o e´
garantida pela regularidade da partic¸a˜o da unidade, e independe do grau do polinoˆmio de enri-
quecimento, diz-se que a regularidade das func¸o˜es aproximac¸a˜o e´ arbitra´ria. E ale´m de poder
escolher usar qualquer ordem de derivada que a formulac¸a˜o precisar, e´ possı´vel utilizar regula-
ridades diferentes para cada campo inco´gnita por meio do uso combinado de func¸o˜es C0 e Ck
(Mendonc¸a et al., 2013).
3 MODELOS DE PLACAS E DISCRETIZAC¸A˜O MEFG
3.1 Modelo de Placas de Kirchhoff-Love
A Teoria Cla´ssica de Placas (TCP), tambe´m conhecida como modelo de placa de Kirchhoff-
Love, em que e´ ignorada a deformac¸a˜o cisalhante transversal para placas laminadas anisotro´pi-
cas, em regime ela´stico e submetidas a esforc¸os perpendiculares ao plano me´dio. Considerando
uma regia˜o V pertencente ao sistema cartesiano tridimensional<3, definido por espessura cons-
tante h > 0 e superfı´cie me´dia Ω, que possui a regia˜o de contorno Γ. Para x = (x, y, z)T , a
regia˜o V pode ser descrita por
V =
{







, (x, y) ∈ Ω, Ω ∈ <2
}
(4)
Devido a`s hipo´teses assumidas, os campos de deslocamentos do modelo de flexa˜o de Kir-
chhoff para placas delgadas sa˜o definidos por:
ux (x, y, z) = u0 (x, y)− z∂w
∂x
(x, y)
uy (x, y, z) = v0 (x, y)− z∂w
∂y
(x, y) (5)
uz (x, y, z) = w (x, y) ,
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onde u0 e v0 sa˜o as componentes de deslocamentos na direc¸a˜o x e y, w e´ o deslocamento trans-




sa˜o as rotac¸o˜es em relac¸a˜o aos eixos y e x, respectivamente.
Adicionalmente, as func¸o˜es u0, v0 e w sa˜o em relac¸a˜o a` superfı´cie me´dia z = 0.
O campo de deformac¸a˜o parte da simplificac¸a˜o do Tensor de Deformac¸a˜o de Green-La-


















Utilizando hipo´teses de pequenas deformac¸o˜es e pequenos deslocamentos, por meio da
considerac¸a˜o de que as deformac¸o˜es no plano (u0 e v0) sa˜o pequenas, os termos quadra´ticos
tornam-se desprezveis. Por outro lado, quando as hipo´teses na˜o lineares de deformac¸a˜o de von
Ka´rma´n sa˜o utilizadas para pequenas deformac¸o˜es e moderadas rotac¸o˜es (entre 10o e 15o), os
termos na˜o lineares relativos a`s rotac¸o˜es sa˜o pequenos pore´m na˜o despreza´veis, o que exige a









Estes termos sa˜o responsa´veis pela chamada na˜o linearidade geome´trica. Devido a manu-
tenc¸a˜o destes termos quadra´ticos, os deslocamentos transversais sa˜o considerados como gran-
des, w/h ≥ 0.2 (Ventsel & Krauthammer, 2001) pore´m na˜o arbitrariamente grandes a ponto de
serem compara´veis a`s outras dimenso˜es (largura e comprimento) da placa.
(x, y, z) = ε (x, y) + zκ(x, y) (7)
onde ε e´ a deformac¸a˜o de membrana e κ e´ a mudanc¸a de curvatura devido a` flexa˜o. A
deformac¸a˜o ε pode ser decomposta em duas parcelas, uma linear ε0 e outra na˜o linear εNL













































Utilizando a Lei de Hooke σ = C com as relac¸o˜es N =
∫
z




N = {Nxx, Nyy, Nxy}T e M = {Mxx,Myy,Mxy}T , obte´m-se a relac¸a˜o entre os esforc¸os gene-














onde a matrix A e´ conhecida como matriz rigidez extensional, a matriz D como matriz rigidez
flexional e a matriz B representa o acoplamento entre deformac¸a˜o de membrana e de flexa˜o.
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tal que G(d, δd) = F (δw).





























3.2 Modelo de Placas de Reissner-Mindlin
Tem-se o campo de deslocamentos dados por
ux (x, y, z) = u0 (x, y) + zθx (x, y)
uy (x, y, z) = v0 (x, y) + zθy (x, y) (14)
uz (x, y, z) = w (x, y) .
Assim como na teoria de Kirchhoff, o campo de deformac¸o˜es para o modelo de Reissner-
Mindlin pode tambe´m ser expresso na forma matricial. Pore´m, devido ao cisalhamento trans-
versal na˜o ser nulo, surge um novo vetor, representado neste trabalho por γc = {γxz, γyz}T .




















































 , {Q} = [Ec]{γc} (16)
Em que N e M foram definidos na Eq. (10) e Q = {Qx, Qy}T
O operador linear possui a mesma definio que na TCP, enquanto que o operador bilinear




















3.3 Discretizac¸a˜o do Modelo de Kirchhoff-Love
Propo˜e-se aproximar um campo de deslocamentos inco´gnitos (ue) no elemento por:
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onde, nnoe e´ o nu´mero de no´s no elemento, ϕj as func¸o˜es PU associadas ao no´ j, i e´ a
direc¸a˜o de cada grau de liberdade e k o nu´mero de monoˆmio enriquecedor. No caso da TCP,
u = {u0, v0, w}T . E nfu e´ o nu´mero de func¸o˜es enriquecedoras associadas ao no´ j, Ljk sa˜o as
func¸o˜es de enriquecimento associadas a esse mesmo no´ e bjk o coeficiente de cada func¸a˜o Lk do






. Esta abordagem era escolhida, pois possibilitava aproximar os campos deri-
vados usando as pro´prias func¸o˜es de forma, contornando a exigeˆncia da continuidadeC1 quando
formulado em termos de u0, v0, w somente (Barcellos et al., 2009; Reddy ,2004). Pore´m, na
formulac¸a˜o proposta, as func¸o˜es de forma usadas para aproximar o campo de deslocamento
transversal w tem diferenciabilidade suficiente, de forma que os campos inco´gnitos podem ser
apenas u0, v0, w. Por convenieˆncia, os paraˆmetros nodais no elemento uij, bjk sa˜o representados








onde o subı´ndice ngle representa o nu´mero de graus de liberdade do elemento.
Esquematicamente a Eq. (19) para os deslocamentos generalizados para o Modelo de Pla-








N1 0 0 · · · Nnfu 0 0
0 N1 0 · · · 0 Nnfu 0









E´ interessante definir vetores das func¸o˜es de aproximac¸a˜o associadas a cada uma das com-
ponentes de deslocamento u0, v0 ou w, onde cada vetor representa uma linha da matriz, tal que
Ne = {Nu,Nv,Nw}T da Eq. (20), mostrada a seguir:
Nu ≡ [N1 0 0 | N2 0 0 | · · · | Nnfu 0 0 ] (21)
Nv ≡ [0 N1 0 | 0 N2 0 | · · · | 0 Nnfu 0 ] (22)
Nw ≡ [0 0 N1 | 0 0 N2 | · · · | 0 0 Nnfu ] . (23)
Assim, a aproximac¸a˜o para cada componente de deslocamento fica representada por:
ue0 = N
uUe δue0 = N
uδUe (24)
ve0 = N
vUe δve0 = N
vδUe (25)
we = NwUe δwe = NwδUe. (26)
As deformac¸o˜es da parcela linear sa˜o definidas como ε0 = L0 · ue e κ = Lk · ue, em que
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Zienkiewicz & Taylor (1991) utilizam matrizes auxiliares para definir a deformac¸a˜o na˜o-
linear, que foram adaptadas para a discretizac¸a˜o em MEFG, em que utiliza-se a Eq. (23) para a
definic¸a˜o da matriz G
(Az)T ≡











Com as matrizes auxiliares Az e G definidas, pode-se montar o vetor θ referente a`s rotac¸o˜es
















 = GU, δθ = GδU. (29)
Assim, pode-se definir o vetor de deformac¸o˜es na˜o-lineares de (9) em func¸a˜o da matriz Az






































 = 12Azθ = 12AzGU. (30)
Pode-se facilmente mostrar (Zienkiewicz & Taylor, 1991) que a variac¸a˜o da deformac¸a˜o
na˜o linear pode ser representada num formato mais conveniente para programac¸a˜o, isto e´:δεNL0
 = δ(12Azθ) = 12δAzθ+ 12Azδθ = Azδθ = AzGδU. (31)








Aplicando as definic¸o˜es de Eq. (32) e (10) ao operador bilinear (Eq. (12)), que representa
a variac¸a˜o do trabalho interno (δWint), tem-se a seguinte forma matricial
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E´ possı´vel particularizar δWint para um elemento. Assim a variac¸a˜o do trabalho interno
para este elemento e´ denotada por δW eint dada por δW
e
int = (δU
e)TFeint. Enta˜o defini-se a
Matriz de Rigidez do elemento (Ke) tal que Feint = K




























O pro´ximo passo e´ aplicar uma regra de quadratura para realizar a integrac¸a˜o nume´rica da
Eq. (35). No presente trabalho foi usada a regra de integrac¸a˜o triangular de Wandzura & Xiao
(2003), escolhida devido a propriedade de ser sime´trica no triaˆngulo.
Genericamente, tem-se um sistema alge´brico global de equac¸o˜es que, neste caso, devido
a`s na˜o linearidades geradas pela utilizac¸a˜o das hipo´teses de von Ka´rma´n, a pro´pria matriz de
rigidez do sistema depende do vetor soluc¸a˜o, o que pode ser explicitado como K(U)U = F.
No presente trabalho e´ usado o Me´todo de Newton-Raphson completo. De forma simplificada,
nomeia-se os vetoresFint eFext que representam as forc¸as internas e externas, respectivamente,
e define-se um vetor de resı´duo R como
Fint(U)− Fext = R. (36)
A partir de uma estimativa inicial, Uk, calcula-se o resı´duo e sua derivada em relac¸a˜o



















Essa matriz KTG e´ utilizada para resolver um sistema linear de equac¸o˜es e assim chegar a
um incremento ∆U que deve ser adicionado a` estimativa inicial, Uk, de forma que se obtenha
uma estimativa corrigida para o vetor soluc¸a˜o Uk+1.







































Para desenvolver a Eq. (39), e´ interessante usar a definic¸a˜o da matriz BNL = AzG. Deri-
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Para resolver a derivada da matriz Az em relac¸a˜o a U, e´ necessa´rio ainda definir a derivada









= Nwk δkr = N
w
r (41)







































































































































A junc¸a˜o das Eq. (44) a (46) ao segundo termo da Eq. (38) forma a Matriz Tangente
utilizada pelo Me´todo de Newton-Raphson. A Matriz Tangente na forma indicial e´ apresentada.
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3.4 Discretizac¸a˜o do Modelo de Reissner-Mindlin
A discretizac¸a˜o para o modelo de placa de Reissner-Mindlin e´ ana´loga ao de Kirchhoff-
Love com algumas poucas mudanc¸as para adapta´-lo ao modelo matema´tico. Devido ao graus
de liberdade referentes a`s rotac¸o˜es θx e θy, a representac¸a˜o da aproximac¸a˜o dos deslocamentos











N1 0 0 0 0 · · ·
0 N1 0 0 0 · · ·
0 0 N1 0 0 · · ·
0 0 0 N1 0 · · ·










Em relac¸a˜o a`s deformac¸o˜es, Eq. (19) sofre mudanc¸a na parcela relativa a` curvatura (κ)
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 , Lγ =









 , BC = [LγN] (50)
enquanto a matriz BNL e´ a mesma do Modelo de Placa de Kirchhoff, a matriz BC e´ referente a`
deformac¸a˜o transversal, tal queε0κ
 = B0U,
εNL0
 = BNLU, γcis = BCU (51)

































Como os termos nos quais ha´ alterac¸a˜o de valor esta˜o na parcela linear de rigidez, Kir da
Eq. (52), a Matriz de Rigidez Tangente para o Modelo de Reissner-Mindlin fica no mesmo
formato que a Eq. (47).
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4 RESULTADOS NUME´RICOS
Esta sec¸a˜o abrange os resultados referentes a`s comparac¸o˜es entre o co´digo utilizado neste
trabalho e exemplos nume´ricos presentes em Levy (1942) e Reddy (2004) de mesmo modelo
cinema´tico com distintos me´todos de solac¸a˜o por expansa˜o de se´ries e MEF, respectivamente.
Sa˜o realizadas tambe´m comparac¸o˜es entre teorias de placas de Reissner-Mindlin e Kirchhoff-
Love utilizando as hipo´teses de von Ka´rma´n, assim como entre MEFG com PU lineares (C0)
ou com continuidade arbitra´ria (Ck).
Para ana´lise da convergeˆncia na˜o linear do deslocamento ma´ximo com o modelo de placa
de Reissner-Mindlin, na Sec¸a˜o 4.1 utiliza-se um caso estudado por Levy (1942) de uma placa
fina de liga de alumı´nio, submetida a uma pressa˜o e engastada nas bordas. Na Sec¸a˜o 4.2,
visando verificar e comparar os resultados obtidos no co´digo de teste, foi replicado um caso
apresentado por Reddy (2004), em que uma placa espessa esta´ simplesmente apoiadas, feita de
material isotro´pico.
4.1 Placa de Alumı´nio homogeˆnea e engastada
Neste exemplo, uma soluc¸a˜o da literatura (Levy, 1942) para placa fina, isotro´pica e en-
gastada e´ comparada com o Modelo de Placa de Reissner-Mindlin, que e´ testado utilizando
MEFG-C0 ou MEFG-Ck e variando os graus de enriquecimento e com uma simulac¸a˜o reali-
zada em Abaqusr. Este exemplo nume´rico tambe´m e´ utilizado para analisar a convergeˆncia para
um caso na˜o-linear, ale´m dos efeitos do refino da malha e do nu´mero de pontos de integrac¸a˜o
nume´rica para diversos graus de enriquecimento.
Os valores obtidos para comparac¸a˜o envolvem a deflexa˜o ma´xima e de tensa˜o de membrana
(σx) no centro da placa quadrada e no ponto me´dio de sua borda respectivamente, ambos na
superfı´cie inferior. Considera-se uma placa de liga de alumı´nio com os seguintes paraˆmetros
geome´tricos e de material:
a, b = 254 mm (comprimento e largura); h = 1,27 mm (espessura);
E = 68,947 GPa (mo´dulo de elasticidade); ν = 0,316 (coeficiente de poisson);
q0 = 0,0138 MPa (carga uniformemente distribuı´da na superfı´cie superior).
As condic¸o˜es de contorno aplicadas sa˜o mostradas abaixo.
Engaste em x = a/2 : u0 = v0 = w = θx = θy = 0
em y = b/2 : u0 = v0 = w = θx = θy = 0 (53)
Condic¸a˜o de Simetria em x = 0 : u0 = θx = 0
em y = 0 : v0 = θy = 0 (54)
No caso que utiliza MEFG, e´ importante definir como as condic¸o˜es de contorno sera˜o
impostas pois, devido ao maior grau polinomial das func¸o˜es utilizadas na˜o basta impor impor
valor zero apenas nos coeficientes relativos a` partic¸a˜o da unidade, assim como ocorre no MEF
tradicional. E´ necessa´rio restringir os coeficientes referentes as func¸o˜es enriquecidas, para os
coeficientes que na˜o se anulam naturalmente na regia˜o com condic¸a˜o de contorno, seguindo,
para tal, os trabalhos de Barcellos et al. (2009) e Mendonc¸a et al. (2011) para imposic¸a˜o das
condic¸o˜es de contorno.
A malha escolhida e´ composta por elementos no formato de triaˆngulo retaˆngulo, onde o
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nu´mero de elementos compondo uma borda denomina a malha. Por exemplo, a Fig. 1 mostra
malhas com 1, 4 e 8 diviso˜es em cada borda, denominadas respectivamente, M1, M4 e M8.
Figura 1: Malhas triangulares (a) M1; (b) M4 e (c) M8.
No gra´fico da Fig. 2 observa-se a tendeˆncia de convergeˆncia do deslocamento transversal,
w, localizado no centro da placa para ana´lise na˜o linear, com o valor de refereˆncia wREF =
1, 7272 mm (Levy, 1942), utilizando MEFG-C0 com 7 e 25 pontos de integrac¸a˜o nume´rica para
regra de triaˆngulo de Wandzura & Xiao (2003). A parametrizac¸a˜o da carga e´ feita atrave´s da
relac¸a˜o P ≡ q0a4/Eh4. Neste caso resulta em P = 320, essa magnitude de carga resulta em
um caso com uma na˜o linearidade forte para os deslocamentos transversais, ja´ que a relac¸a˜o
w/h e´ de aproximadamente 1,7, enquanto que casos lineares sa˜o considerados para w/h < 0, 5.
Figura 2: Relac¸a˜o entre o deslocamento transversal pela refereˆncia (w/wREF ), no centro da placa para
MEFG-C0 com refino da malha para va´rios graus de enriquecimento, P = 320. Com npi = 7 (A) e npi = 25
(B) pontos de integrac¸a˜o de triaˆngulo.
E´ interessante notar que enriquecimentos com polinoˆmio de grau 4 possui um desempenho
aparentemente inferior aos outros enriquecimentos em relac¸a˜o ao nu´mero de graus de liberdade,
pore´m, essa defasagem se deve principalmente a dois fatores: O pequeno nu´mero de pontos de
integrac¸a˜o para o elemento causa uma sub-integrac¸a˜o, ja´ que a base gerada representa ate´ um
polinoˆmio de grau 5; Adicionalmente, apesar do primeiro ponto da curva p=4 possuir 300 graus
de liberdade, a malha da placa possui apenas 2 elementos (M1), o que representa um efeito
negativo na precisa˜o do resultado, pricipalmente pela predominaˆncia dos efeitos das condic¸o˜es
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de contorno para essa malha. Por outro lado, nota-se o efeito claro do travamento no caso
sem enriquecimento (p=0) das func¸o˜es PU. Ja´ para a parte B da Fig. 2 mostra os desloca-
mentos transversais utilizando 25 pontos de integrac¸a˜o. Observa-se que para MEFG-C0 com
enriquecimento ate´ grau 2, o aumento no nu´mero de pontos de integrac¸a˜o na˜o tem efeito muito
significativo. Para p > 2, o efeito do nu´mero de ponto e´ perceptı´vel para malhas com poucos
elementos, pois a medida que aumenta a quantidade de elementos o efeito da sub-integrac¸a˜o
diminui, mesmo para bases formadas de grau 4 ou 5 em MEFG-C0.
O MEFG com func¸o˜es PU suaves e´ mais sensı´vel a` variac¸a˜o do nu´mero de pontos de
integrac¸a˜o. A Fig. 3 mostra a variac¸a˜o do deslocamento transversal para va´rias malhas (M4,
M8, M10, M16) com 7, 25 e 54 pontos de integrac¸a˜o para o caso de MEFG-Ck com enrique-
cimento p=1, p=2 e p=3. Para maiores graus de enriquecimento o efeito da sub-integrac¸a˜o e´
ainda maior, chegando a causar a na˜o convergeˆncia no Me´todo de Newton-Raphson em mui-
tos casos, como em caso de enriquecimento de grau 4 com 7 pontos de integrac¸a˜o. Nota-se
claramente neste caso como uma integrac¸a˜o nume´rica adequada e´ importante ao MEFG com
func¸o˜es contı´nuas, mesmo para uma base de aproximac¸a˜o de grau 1 (p = 1), pois a dificuldade
de integrac¸a˜o para MEFG-Ck esta´ na derivada da PU suave Ck. Enquanto que para MEFG-C0,
7 pontos de integrac¸a˜o sa˜o suficientes para representar mesmo uma base de grau 5 (p=4) para
uma malha M4 ou superior.
Figura 3: Relac¸a˜o w/wREF , no centro da placa para MEFG-Ck com va´rias malhas e enriquecimento p = 1
(A), p = 2 (B) e p = 3 (C) com P = 320.
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O gra´fico da Figura 4 mostra a tendeˆncia do deslocamento, w/wREF , no centro da placa,
para va´rios graus de enriquecimento com o acre´scimo do nu´mero de graus de liberdade do
modelo. Como ja´ comentado sobre a sensı´bilidade do MEFG-Ck a` sub-integrac¸a˜o, para enri-
quecimentos de grau 1 e 2 foram utilizados 25 pontos de integrac¸a˜o, ja´ para enriquecimentos de
grau 3 e 4 foram utilizados 54 pontos.
Figura 4: Relac¸a˜o w/wREF , no centro da placa para MEFG-Ck com refino da malha para va´rios graus de
enriquecimento e P = 320.
Na Figura 4 e´ possı´vel perceber que a aproximac¸a˜o feita com base de grau 1 (p=1) mostrou
sinais de travamento por cisalhamento, assim como MEFG-C0 de mesma base (p=0), conforme
indica a Fig. 2. Apo´s esse levantamento de dados, analisando principalmente a Fig. 4, optou-
se por utilizar, preferencialmente, uma malha M8 com enriquecimento p=2 com 25 pontos de
integrac¸a˜o para MEFG-C0 e p=3 com 54 pontos de integrac¸a˜o para MEFG-Ck, ambos repre-
sentando uma base de func¸o˜es de aproximac¸a˜o cu´bica.
4.2 Placa Espessa
Neste exemplo e´ reproduzido o caso encontrado em Reddy (2004), para verificar se re-
sultados de deslocamentos transvesal e tenso˜es coplanares esta˜o coerentes com a literatura, e´
considera uma placa espessa, quadrada, isotro´pica com Modelo de Placas de Reissner-Mindlin
e com os seguintes paraˆmetros:
a, b = 254 mm; h = 25,4 mm ; a/h = 10; Ks = 5/6; E = 53,779 GPa ; ν = 0,3.
Neste caso o autor considera condic¸o˜es de contorno de placa simplesmente apoiada, deno-
minada como SS-3 (do ingleˆs simply supported), em que os deslocamentos sa˜o nulos com as
rotac¸o˜es livres, com considerac¸o˜es de simetria ao longo dos eixos x e y (ver Eq. (54))
SS-3 em x = a/2 : u0 = v0 = w = 0
em y = b/2 : u0 = v0 = w = 0 (55)
Os resultados obtidos por Reddy (2004) sa˜o a deflexa˜o no centro da placa w = w/h e
as tenso˜es normalizadas σx = σx(a2/Eh2) no ponto (15, 875; 15, 875;−h/2) para uma malha
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uniforme com 16 elementos quadrangulares de nove no´s (4x4Q9) e carga uniformemente distri-
buida, onde o paraˆmetro de carga e´ P ≡ q0a4/Eh4. Para MEFG utilizou-se malha M8, fomando
uma malha com 128 elementos e 81 no´s, como mostrado na Fig. 1. Os enriquecimentos das
func¸o˜es PU foram feitos para formar uma base de aproximac¸a˜o de grau 3. Ou seja, para MEFG-
C0 enriquecido com polinoˆmios de grau 2 e MEFG-Ck enriquecido com polinoˆmios de grau
3. Para ilustrar o comportamento do deslocamento transversal no centro da placa e tensa˜o na
direc¸a˜o x, com o aumento da carga, sa˜o utilizadas as Figuras 5(A) e 5(B), as quais representam,
respectivamente, as plotagens w e σx para MEFG-C0 e Reddy (2004).
Figura 5: Deslocamento transversal w (A) e tensa˜o parametrizada σx (B) para refereˆncia e MEFG-C0 com
enriquecimento p = 2 e npi = 25 utilizando SS-3.
Como observado na Fig. 5, os resultados obtidos e de refereˆncia sa˜o muito pro´ximos, o que
indica um bom funcionamento do algorı´timo.
Como caracterı´stica a teoria de Reissner-Mindlin considera a deformac¸a˜o cisalhante trans-
versal com valor constante ao longo da espessura da placa. Uma forma mais precisa de estimar
as tenso˜es cisalhantes e´ pela integrac¸a˜o das equac¸o˜es diferenciais de equilı´brio local sem com-
ponentes de ine´rcia, apresentada por Chaudhuri (1986) Mendonc¸a (2005).
A Figura 6 (A) apresenta os valores da tensa˜o de cisalhamento transversal por integrac¸a˜o,
τxz (Chaudhuri, 1986), no ponto me´dio da borda (a/2; 0) levando em considerac¸a˜o a condic¸a˜o
de simetria utilizada para SS-3, carregamento P = 250, MEFG-C0, p = 3 e 25 pontos de
integrac¸a˜o. Na figura e´ possı´vel observar resultados para ana´lise linear de τxz com 10 pontos
atrave´s da espessura e outros dois na˜o lineares com 4 e 10 pontos. Como ha´ uma diferenc¸a
grande na escala dos valores de tenso˜es calculadas de forma linear (sem hipo´teses de von
Ka´rma´n) e na˜o linear na Fig. 6 (A), gerou-se a parte (B), na qual sa˜o plotadas apenas as tenso˜es
calculadas de forma na˜o linear.
Na Figura 6 (A), e´ possı´vel notar que a tensa˜o τxz calculada da forma linear tem formato
sime´trico atrave´s da espessura e que, nas superfı´cies superior e inferior, as tenso˜es sa˜o nulas.
O que na˜o ocorre quando assumida as hipo´teses de von Ka´rma´n. Como na˜o ha´ nenhum carre-
gamento cisalhante no plano, pela Lei de Conservac¸a˜o do Momento Angular em um elemento
infinitesimal pro´ximo a` superfı´cie, as tenso˜es τxz deveriam ter valor igual a zero em pontos com
z = +h/2, o que e´ facilmente notado que na˜o ocorre na Fig. 6 (B).
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Figura 6: Tensa˜o τxz(a/2; 0) atrave´s da espessura com MEFG-C0, p = 3 utilizando SS-3 e P = 250.
Calculadas de forma linear e na˜o linear (A) e apenas na˜o linear (B).
Teorema: A condic¸a˜o para que τ = 0 em z = +h/2 no processo de extrac¸a˜o de tenso˜es
cisalhantes transversais em placas laminadas anisotro´picas pelo processo de Chaudhuri de inte-
grac¸a˜o das equac¸o˜es locais de equilı´brio locais ao longo da espessura do laminado, e´ que os
esforc¸os de membrana satisfac¸am exatamente as equac¸o˜es de equilı´brio de esforc¸os de mem-
brana do laminado.
Prova: Parte-se da recuperac¸a˜o das tenso˜es transversais pela integrac¸a˜o das Equac¸o˜es de
Equilı´brio para z = −h/2 ate´ z = +h/2 e, utilizando a condic¸a˜o de contorno τx,z(x, y,−h/2) ≡
0, tem-se:



































































Aplicando a definic¸a˜o de forc¸as resultantes (10), a`s Eq. (56)
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onde q+x ,q
+
y e qz sa˜o cargas distribuı´das aplicadas na superfı´cie superior, e considera-se a su-
perfı´cie inferior livre de carregamentos. Aplicando, similarmente, a equac¸a˜o de momentos
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Observa-se que as Eq. (58) e (63) conteˆm cinco equac¸o˜es diferenciais de equilı´brio em
relac¸a˜o aos esforc¸os de primeira ordem, quando incorporados os efeitos de forc¸a de corpo. Se
a soluc¸a˜o aproximada satisfaz perfeitamente o equilı´brio local do modelo de placa, quando se
realiza a integrac¸a˜o, obte´m-se automaticamente τxz, τyz e σz que satisfazem os carregamentos
externos nas face superior da placa. Consequentemente, o campo de tenso˜es admissı´veis por
integrac¸a˜o tambe´m satisfaz as condic¸o˜es de forc¸as de contorno nas bordas da placa. Por outro
lado, se a soluc¸a˜o sendo integrada e´ aproximada, proveniente de Elementos Finitos que, geral-
mente, na˜o satisfaz o equilı´brio local, ao fim da integrac¸a˜o, as tenso˜es transversais na˜o satisfara˜o
a distribuic¸a˜o de carregamentos na superfı´cie superior.
5 CONCLUSO˜ES
A implementac¸a˜o foi realizada por meio de algoritmos no software MATLABr, em que
placas, laminadas ou na˜o, em que diferentes materiais lineares foram testadas e os resultados
comparados com os da literatura (Levy, 1942; Reddy, 2004) e/ou com o software comercial de
ana´lise por elementos finitos Abaqusr. A formulac¸a˜o discretizada para MEFG, desenvolvida
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para este caso de na˜o linearidade geome´trica, se mostrou capaz de obter os campos de desloca-
mentos e de tenso˜es, tanto para placas isotro´picas ou anisotro´picas, quanto para laminados de
acordo com a literatura.
A utilizac¸a˜o de MEFG-Ck mostrou-se uma forma eficaz para formar base com continuidade
C1, requerida pelas equac¸o˜es de placa fina, sem a necessidade da utilizac¸a˜o de elementos na˜o
conformes como em Reddy (2004).
O MEFG permite enriquecimento polinomial hiera´rquico, o que facilita a eliminac¸a˜o de
patologias nume´ricas (como locking), de forma natural, ale´m de permitir outros tipos especiais
de enriquecimento (para problemas de trincas, por exemplo, ou outros com altos gradientes ou
singularidades ou descontinuidades). O co´digo tambe´m permite a utilizac¸a˜o de MEF, bastando
usar func¸o˜es PU C0 sem enriquecimento.
Os esforc¸os de membrana, devido a`s hipo´teses de von Ka´rma´n, afetam a obtenc¸a˜o das
tenso˜es transversais pelo me´todo de integrac¸a˜o de Chaudhuri (1986), tornando necessa´rio uma
outra abordagem para tornar mais precisas essas tenso˜es.
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